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  هيالزاو مجموعه نقاط دورنگ با مثلث قائم يريپذ كيتفك
  يباقر رضايعل و يزهرا مصلح

  
   

ل مطرح در ياز مسا يكي يبا اشكال هندس ينقاط رنگ يريپذ كيتفك :چكيده
 ييو شناسا نيماش يريادگياز جمله در  يياست كه كاربردها يهندسه محاسبات

و  يقرمز و آب يها به رنگ بيبه ترت Qو  Pنقطه  يله دو سرأمس نيدر ا. الگو دارد
مشخص  يشكل هندس كيحال لازم است . در صفحه داده شده است nبه اندازه 
 چيرا در برگرفته و شامل ه ينقاط آب هيكه كل ميدر صفحه قرار ده يا را به گونه
نقاط با  يريپذ كيتفك يبرا ييها تميالگور نيشيپ يدر كارها. نباشد ينقطه قرمز

نقاط با  يريپذ كيتفك يبرا يتميتا به حال الگور يده ولگرديارائه  ليگوه و مستط
ارائه ) هيالزاو قائم مثلاً(آن مشخص باشد  هيزاو كيكه  يثلثم نيمثلث و همچن كي

 ينقاط رنگ يريپذ كيتفك يو كارا برا ديجد يتميمقاله الگور نيدر ا. نشده است
اهد بود با استفاده از راهكار خط كه قادر خو ميكن يارائه م هيالزاو با مثلث قائم

 هيكل O(nlogn) يرخدادها و پردازش آنها در زمان كارا يمعرف ،يشچرخ 1جاورب
  .را گزارش كند كننده كيتفك هيالزاو قائم يها مثلث
  

نقاط دورنگ، مثلث  يسر ،يريپذ كيتفك ،يهندسه محاسبات :كليد واژه
  .يبند دسته ن،يماش يريادگي ه،يالزاو قائم

  هقدمم - 1
به  بيبه ترت Pو  Qمجموعه نقطه  2 ه،يپا يريپذ كيله تفكأدر مس

هدف، . داده شده است C يشكل هندس كيو قرمز و  يآب يها رنگ
همه نقاط  كه يطوره ت باس Cقراردادن شكل  يبرا يكردن محلدايپ
مقاله  نيا انيتا پا. رنديو همه نقاط قرمز خارج از آن قرار گ Cداخل  يآب

شكل  نيو همچن P، نقاط قرمز Q ينقاط آب يمعرف يابر فيتعر نياز ا
 يدارا يهندس يريپذ كيتفك. ميكن يماستفاده  كننده كيتفك يهندس

محاسبات  ،يوتريكامپ كيگراف ر،يتصاو ليدر تحل ياديز يكاربردها
است كه در آن  ييها نهيزم ريالگو و سا ييشناسا ن،يماش يريادگي ،يآمار

  . ]4[تا   ]1[است  ازيمورد ن يبند دسته
 هياوالز مثلث قائم كيبا  يريپذ كيتفك مسأله ميمقاله قصد دار نيا در

و  P، دو مجموعه نقطه مسأله نيدر ا. ميقرار ده يرا مورد بررس مالينيم
Q به اندازه  يقرمز و آب يها به رنگ بيبه ترتn هدف، . داده شده است

 دررا  Qنقاط  هيكل كه يرطوه است ب هيالزاو قائم يها مثلث هيمحاسبه كل
  هر سه ضلع آن  نيرا شامل نشود، همچن Pاز  يا نقطه چيو ه رديبرگ
) بر )CH Q مماس باشد كه در آن ( )CH Qيمحدب نقاط آب هي، رو 

 مالينيم كننده كيتفك هيالزاو مثلث، مثلث قائم نيامقاله به  نيدر ا. است
  .شود يمفته گ

 كيبه عنوان  مالينيم كننده كيتفك هيالزاو مثلث قائم محاسبه
 نيبا كمتر كننده كيتفك هيالزاو محاسبه مثلث قائم يبرا پردازش شيپ
 

 1393آبان ماه  5 تاريخ و دردريافت  1393 ماه ارديبهشت 22 قاله در تاريخاين م
  .شد گريبازن

 ياطلاعات، دانشگاه صنعت يو فناور وتريكامپ يدانشكده مهندس ،يزهرا مصلح
 .(email: zahra_moslehi83@aut.ac.ir)تهران،  ر،يركبيام

 ياطلاعات، دانشگاه صنعت يو فناور وتريكامپ يدانشكده مهندس ،يباقر ضاريعل
  .(email: ar_bagheri@aut.ac.ir) تهران، ر،يركبيام

1. Sweeping Line  

با  كننده كيتفك هيالزاو مثلث قائم يبه عبارت. رود يمساحت به شمار م
خواهد بود كه  مالينيم كننده كيتفك يها از مثلث يكيحت، مسا نيكمتر

 يها با پردازش مال،ينيم كننده كيتفك يها مثلث هيكل نيانتخاب آن از ب
  .كرد ميرو خواهد بود كه در انتها به آن اشاره خواه هروب ياريبس

  مرتبط يكارها 1- 1
 يها داده يبند دسته نهيدر زم يهندس يريپذ كيتفك يكاربردها از يكي
 يريادگيدر  يعيطور وسه ب يبند ل دستهيمسا. باشد يم يواقع يايدن

بند  دسته نيب يارتباط روشن. مورد مطالعه قرار گرفته است نيماش
  در هندسه يهندس يريپذ كيو تفك نيماش يريادگيدر  ميتصم يها درخت

 ياز اشكال هندس يكي ليمستط. ]4[و  ]3[ دوجود دار يمحاسبات
ل يو در مسا نيماش يريادگينقاط در  يبند ست كه در دستها كننده كيتفك
 يها تميالگور ياز اجرا يا نمونه. ]5[و  ]4[كاربرد دارد  اريبس يواقع يايدن

در  يواقع يايدن يها داده گاهيپا يبر رو ليبا مستط يهندس يريپذ كيتفك
متعامد، به  ياشكال هندس ياز كاربردها گريد يكي. آورده شده است ]4[
 يجامع بر رو يا مطالعه. است VLSIمدارات  ير بردن آنها در طراحكا

 ياز اشكال هندس يريگ و بهره يهندسه محاسبات يها تميالگور يكاربردها
انجام شده  3يو اوتوسك 2توسط ساتو VLSIمدارات  يمتعامد در طراح

  .]6[است 
پذيري توسط مستطيل و  هاي چندي در زمينه تفكيك تاكنون پژوهش

. ميپرداز يدر هندسه محاسباتي ارائه شده است كه در ادامه به آن ممربع 
و  ليمستط كيبا  كيتفك ل،يبا مستط يريپذ كيبه تفك در مقالات مربوط

 4توسط كرولد ليمستط كيكامل با  كيتفك. ارائه شده است ليدو مستط
 لي، مستطمسأله نيدر ا. ]7[قرار گرفته است  يو همكارانش مورد بررس

 ليخارج از مستط گر،يرنگ است و نقاط از رنگ د كيل نقاط از فقط شام
به صورت كامل  ليمستط كيبا  كيممكن است تفك. شوند يم واقع 
مختصات، با  يمحورها يمواز ليمستط كيبا  كيتفك. نباشد ريپذ امكان

كه  يبه نحو ل،يرنگ داخل مستط هدف دربرگرفتن حداكثر تعداد نقاط هم
و  5نيواقع نباشد، توسط اكست ليداخل مستط گرياز رنگ د يا نقطه

توسط  مسأله نيا يبعدdنسخه . ]8[قرار گرفت  يهمكارانش مورد بررس
با هدف  ليمستط كيبا  كيتفك. ]9[مورد توجه قرار گرفت  7ليو ك 6بكر

 ليتطداخل مس گريرنگ و رنگ د كيتعداد نقاط از  نيحداكثر اختلاف ب
ارائه  ليمستط كينقاط با  كيتفك نهياست كه در زم يگريد مسأله زين

 ]4[) باشد ينقاط از هر دو رنگ م يدارا ليحالت مستط نيدر ا(شده است 
  .]8[ و

در صفحه قرار  يا به گونه ليچنانچه دو مستط ل،يبا دو مستط كيتفك
 ليمستط كيكه در  يبوده و نقاط گريكدي يكه اضلاع آنها مواز رنديگ
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از  يكيرنگ باشند،  تك) قرار ندارند گريد ليكه در مستط( رنديگ ير مقرا
ارائه شده است  لينقاط با دو مستط كيتفك نهياست كه در زم يليمسا

 Bنقاط قرمز و  رندهيدربرگ ليرا مستط Rاگر  يبه عبارت .]11[و  ]10[
Bنقاط داخل  م،يكن فيتعر ينقاط آب رندهيگدر بر ليرا مستط R−  فقط از
Rو نقاط داخل  يرنگ آب B− در . شوند يم ليفقط از رنگ قرمز تشك

)كردن تعداد نقاط داخل  نهيشيهدف، ب مسأله نيا ) ( )R B R B∪ − ∩ 
و خارج از دو  ليتطدو مس كه در فصل مشترك ينقاط يعنياست 
با دو  كيتفك. از مجموعه نقاط حذف خواهند شد شوند، يواقع م ليمستط

 يطيمختصات، تحت شرا يبا محورها يرنگ مواز مربع واحد مجزا و تك
 نيتر رنگ باشد و با هدف حفظ بزرگ كيكه هر مربع تنها شامل نقاط از 

و  ]12[ است دهيگرد يو همكارانش بررس 1از نقاط توسط كبلو رمجموعهيز
 يمحورها يمجزا و مواز ليمحاسبه دو مستط تميالگور نيهمچن. ]13[

نقاط  هيو كل ليداخل آن دو مستط ينقاط آب هيكل كه يطوره مختصات ب
 نيشده در ا مطرح يها تمياز الگور گريد يكيقرمز خارج از آنها واقع شوند، 

  .]14[ باشد يم نهيزم
 يريپذ كيبه تفك توان يم يهندس يريپذ كيل تفكيمسا گريد از
 مسايل ره،ينقاط با دا يريپذ كيتفك نهيدر زم. اشاره كرد رهيبا دا يهندس
با حداقل و  رهيمحاسبه دا نيو همچن رهيبا دا يريپذ كيتفك صيتشخ

 كيبا  يريپذ كيتفك. ]15[حداكثر شعاع مورد مطالعه قرار گرفته است 
نقطه با  يسر k يريپذ كيتفك ،يگوه، خطوط مواز دوگوه،  كيخط، 
k در  يگريد مسايلرأس مشترك،  كيگوه با  kو  يخط مواز 1−

قرار گرفته است  يمورد بررس 2راياست كه توسط س يريپذ كيتفك نهيزم
است كه در  يمسايل از زيمنشور نبا هرم و  يبعد سه يريپذ كيتفك. ]1[

   يهندس ءيبا ش كيتفك وارداز م. ]16[و  ]1[سه بعد حل شده است 
. ]17[شكل را نام برد L يبا چندضلع كيتفك توان يم محدب ريغ

L شكل به صورتM M Mو  Mكه در آن  شود يم فيتعر −′ ′ 
Mمختصات هستند كه در آن  يمحورها يمواز يها ليمستط M′ و  ⊃

. اشتراك دارد گريكديبا  ها ليمستط نيا سمت راست يگوشه بالا
محدب با حداقل تعداد ضلع كه دو مجموعه  يچندضلع كي داكردنيپ

مطالعه شده است  4پاراتايو پر 3جدا كند، توسط ادلزبرونر گريكدينقطه را از 
نقطه با  يكه دو سر آن مينشان داده شده كه تصم نيهمچن. ]18[است 

)به زمان  ريخ ايهستند  كيمثلث قابل تفك log )n nΩ 1[دارد  ازين[.  
 يرنگ با اشكال هندس نقاط تك يپوشش سر يمشابه برا يمسايل

 يكنون مورد بررس متفاوت تا يساز نهيبه يمراه پارامترهامختلف به ه
به  توان يرنگ م پوشش نقاط تك نهيدر زم. ]22[تا  ]19[قرار گرفته است 

مساحت و با  نيرنگ با مثلث با كمتر پوشش مجموعه نقاط تك مسأله
  .]23[اشاره كرد  خصمش يداخل هيزاو كي

 يريپذ كيتفك نهيزم در ياديز يكنون كارها تا م،يديكه د طور همان
 يممكن است نقاط قرمز و آب ياز طرف. انجام شده است لينقاط با مستط

نقاط قابل  كه يطوره قرار گرفته باشند ب گريكدي نيدر ب يا به گونه
 يشكل هندس ميكن يم يسع صورت نيدر ا. نباشد ليبا مستط كيتفك
نقاط با  يريپذ كيتفك مسأله نيبنابرا. ميكن محدودترخود را  كننده كيتفك

. پرداخت ميمقاله به آن خواه نيكه در ا گردد يمطرح م هيالزاو مثلث قائم
كردن دايمقاله، پ نيدر ا يمورد بررس مسألهبه  مسايل نيتر كينزد
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 يبرا نييبا حداقل تعداد ضلع، ارائه حد پا كننده كيمحدب تفك يچندضلع
 هيزاو كيلث با رنگ با مث با مثلث و پوشش نقاط تك طنقا يريپذ كيتفك

شده در  ارائه تميالگور تيدر مورد مز يآت ربخشيدر ز. باشد يمشخص م
  .كرد ميموجود صحبت خواه يمقاله نسبت به كارها نيا

  دست آمدهه ب جينتا 2- 1
مورد  مسألهبودن  يشدن تم،يالگور يمقاله در ابتدا قبل از اجرا نيا در
بودن نقاط  ريپذ كيتفك يالازم بر طياز شرا يكي. رديگ يقرار م يابيارز

. رنگ باشد تك يمحدب نقاط آب هيآن است كه رو هيالزاو توسط مثلث قائم
نقاط  يريپذ كيعدم تفك يگونه پردازش چيبدون ه صورت نيا ريغ در

 تميالگور يپس از آن به معرف. شود يگزارش م هيالزاو قائم لثتوسط مث
 هيالزاو مثلث قائممحاسبه  يكه برا يتميالگور. پرداخت ميخود خواه

دو  ياجرا يبرا. است يمرحله اصل 4شامل  ميكن يارائه م كننده كيتفك
و كرولد بهره  رايشده توسط س ارائه يها از ساختمان داده ييمرحله ابتدا

 يها را برا ساختمان داده نياز ا كي هر بيبه ترت نهاآ. ميبر يم
داده  ل، دو ساختمانحا. ارائه كردند لينقاط با گوه و مستط يريپذ كيتفك

و به كمك آنها  ميكن يم بيبا هم ترك ييبايموجود را به شكل ز
ارائه  هيالزاو نقاط با مثلث قائم يريپذ كيتفك يو كارا برا ديجد يتميالگور

كار را در  ياصل دهيو ا تميبخش الگور نيتر مهم ،الهمق نيدر ا. ميكن يم
مراحل سه و چهار  يبرا يلم شروع نيا. ميكن يلم اثبات م كيقالب 
چند رخداد و پردازش  يمراحل سه و چهار شامل معرف. باشد يم تميالگور

) اگر. آنها است )CH Q باشد، استخراج رخدادها  يمحدب نقاط آب هيرو
)حول  هيالزاو مثلث قائم هس قائمأبا توجه به چرخش ر )CH Q  انجام

 نيلازم است چند تم،يالگور يزمان يدگيچياثبات پ يبرا تير نهاد. شود يم
 ميارائه خواه مسأله نيحل ا يكه برا يتميالگور. ميرا اثبات كن هيلم و قض

) يكرد قادر خواهد بود در زمان كارا log )O n n يها مثلث هيكل 
 مياست اشاره كنلازم  تيدر نها. كندرا گزارش  كننده كيتفك هيالزاو  قائم

مورد  مسأله به مقاله نسبت نيشده در ا ارائه تمياز محاسن الگور يكي
 هيبه محاسبه كل نجايآن است كه در ا پاراتا،يتوسط ادلزبرونر و پر يبررس
كه آنها در مقاله  حال آن ،ميپرداز يم كننده كيتفك هيالزاو  قائم يها مثلث

تعداد ضلع را  نيبا كمتر كننده كيكمحدب تف يچندضلع كي خود صرفاً
با مثلث باشند، تنها  ريپذ كيچنانچه نقاط تفك نيبنابرا. كنند يگزارش م

طور كه در قسمت  همان ياز طرف و كنند يمثلث را گزارش م كي
نقاط با  يريپذ كيتفك يبرا نييكران پا كيبه آن اشاره شد  خچهيتار

نقاط با مثلث  يريپذ كيتفك ميمثلث ارائه شده كه در آن فقط به تصم
 نيا. پردازد ينم كننده كيتفك يها از مثلث كي چيو به گزارش ه پردازد يم

 كننده كيتفك هيالزاو قائم يها مثلث هيمقاله كل نياست كه ما در ا يدر حال
 نيبارز ب يها از تفاوت يكي ياز طرف. كرد ميرا گزارش خواه مالينيم

رنگ با مثلث با  تك قاطن پوشش مسألهمقاله و  نيدر ا يمورد بررس مسأله
مقاله، مجموعه نقاط از دو  نيمشخص آن است كه در ا يداخل هيزاو كي

كه  نقاط است، حال آن يريپذ كيمقاله بر تفك ديكأشده و ت ليرنگ تشك
اند و مقاله بر  شده ليرنگ تشك كيپوشش، مجموعه نقاط از  مسألهدر 
  .دارد ديأكشدن مساحت مثلث ت نهيكم

 يريپذ كيتفك يخود برا تميبه شرح الگور 2تدا در بخش ادامه، اب در
 4در  تميالگور يمرحله اصل 4. ميپرداز يم هيالزاو نقاط با مثلث قائم

 3پس از آن در بخش  و شود يشرح داده م 2جداگانه در بخش  ربخشيز
  .شوند يباز مطرح م مسايلو  يريگ جهينت
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  .]iA ]1 هيمحاسبه ناح : 1شكل 

  

  
  .A هيو ناح ơمانند  ستاره يمحاسبه چندضلع : 2شكل 

  تميالگور - 2
P, ديكن فرض Q ≥ خط  هم رياز آنها حداقل سه نقطه غ كيو هر  3

 هيالزاو مثلث قائم كينقاط با  كيتفك يشرط لازم برا كي. داشته باشند
) رنگ باشد تك يحدب نقاط آبم هيآن است كه رو ( ))CH Q، يعني 

 نيتر كوچك ،يمحدب نقاط آب هيمنظور از رو. شامل نقاط قرمز نباشد
محدب  هياز آنجا كه رو. است ينقاط آب هيكل رندهيمحدب دربرگ يچندضلع
را پوشش  يمحدب است كه نقاط آب يچندضلع نيتر كوچك ،ينقاط آب

از جمله مثلث  يگريمحدب د يچندضلع چيرنگ نباشد، ه اگر تك دهد، يم
. را پوشش دهد وجود نخواهد داشت يكه بتواند فقط نقاط آب هيالزاو قائم
خط  كيبا  ريپذ كينقطه تفك وعهدو مجم ميكن يدر ادامه فرض م نيبنابرا

) نينباشند و همچن )CH Q تميبخش، الگور نيدر ا. رنگ باشد تك 
با توجه . ميكن يم انيرا ب كننده كيتفك هيالزاو قائم يها مثلث هيمحاسبه كل

   كننده كيتفك هيالزاو قائم يها مثلث هيشده، كل ارائه تميالگور كه نيبه ا
 هيالزاو مثلث قائم چيه تميالگوراگر  كند، يم دايرا در صورت وجود پ

 ريپذ كيشده، تفك داده نقاط مجموعه گاه آن نكند، گزارش يا كننده كيتفك
  .نخواهند بود هيالزاو با مثلث قائم

جداگانه آورده  يها ربخشيدر ز تمياز مراحل الگور كي ادامه هر در
  .شده است

  از نقاط قرمز يخال يا ستاره يساخت چندضلع 1- 2
كه رئوس  ميكن يرا محاسبه م يا هيناح تم،يقسمت از الگور نيا در

از  هيناح نيمحاسبه ا يبرا. واقع شود در آن تواند ينم كننده كيمثلث تفك
ابتدا با رسم . ميكن يشده استفاده م يمعرف ]1[كه در  يا  ساختمان داده
ipاز هر  بانيخطوط پشت P∈ بر ( )CH Qممنوعه  هي، ناحiA ه را ب

در آن  تواند ينم هيالزاو ئوس مثلث قائماز ر كي چيكه ه ميآور يدست م
نقطه قرمز  هيالزاو مثلث قائم صورت نيا ريدر غ). 1شكل (واقع شود  هيناح

ip ميده ينشان م ×نقاط قرمز را با . را در برخواهد گرفت.  
) ميبنام Aممنوعه را  ياجتماع نواح اگر )n

ii
A A

=
=  نيدر ا ∪1

) در صورت وجود( كننده كيتفك هيالزاو واضح است كه مثلث قائم صورت
 هيناح. است A هيمكمل ناح A هيكه ناح شود يواقع م A هيداخل ناح

A يا ستاره يچندضلع كي يداخل و رو د،يد ميطور كه خواه همان ơ 
) است كه )CH Q  2شكل (هسته آن است.(  
 jpو  ipممنوعه متناظر با  هيناح ببه ترتي jAو  iAاگر  :1 فيتعر

iو  jA A⊂ گاه  باشد، آنip  برjp نسبت به ( )CH Q  غلبه
  .]1[ كند يم

  
  .]Τ ]7 ريمحاسبه خط س : 3شكل 

  
) نسبت به jpنقطه  :2 فيتعر )CH Q نقطه  چياست اگر ه مالينيم

ip  1[بر آن غلبه نكند[.  
چرا كه  ميدار ازين مالينيتنها به نقاط م Aاست كه در محاسبه  واضح
در واقع . را شكل دهند A هيكل ناح توانند يم ييتنها به مالينينقاط م

  خواهد بود  A هيناح رمجموعهينقاط، ز ريممنوعه متناظر با سا هيناح
. است مالينيممنوعه متناظر با نقاط م ياجتماع نواح A كه يطوره ب

  .دهد يرا نشان م A هيناح 2شكل 
)در زمان  A هيناح :1 لم log )O n n 1[ شود يمحاسبه م[.  

  CH(Q) قائمه حول هيزاو ريدست آوردن خط سه ب 2- 2
 كننده كيتفك هيالزاو س قائمه مثلث قائمأر يگام دوم، مكان هندس در
 ]7[كه در  ياز مفهوم تم،يقسمت از الگور نيا يبرا. ميآور يدست مه را ب

 هيالزاو س قائمه مثلث قائمأر يريمحل قرارگ. ميكن يارائه شده استفاده م
)مماس بر  )CH Q است كه  قعوا يا رهيدا يها از كمان يا  مجموعه يرو

 نيا. ميده ينشان م � ن را باو آ مييگو يقائمه م هيزاو ريبه آن خط س
) س قائمه حولأبا چرخش كامل ر يا رهيدا يها كمان )CH Q  به اندازه
 دهد يقائمه را نشان م هيزاو ريخط س 3شكل . نديآ يدست مه ب π2 هيزاو

  .]7[مشخص شده است  نيچ خط يها يكه به صورت منحن
)شامل  Τ :2 لم )O n است و با فرض وجود يا رهيو كمان دا أسر 
( )CH Q در زمان ،( )O n 7[ شود يمحاسبه م[.  

  )Τ ريخط س يبند بخش(محاسبه نقاط رخداد  3- 2
بخش از جمله  نيمطالب ا نيالب دو بخش قبل و همچنمط بيترك
كردن  پس از مشخص. شود يم انيدر ادامه ب ومقاله است  نيا يها ينوآور

)قائمه حول  هيزاو ريخط س )CH Qنقاط  يقائمه رو رأس يري، با قرارگ
Τواضح است . ميكن يم يرا بررس هكنند كيتفك هيالزاو ، وجود مثلث قائم

واقع  Aممنوعه  هيكه داخل ناح Τ ريمربوط به خط س اطكه مجموعه نق
قائمه مثلث  هيزاو رأس توان ينم يعنيخواهند بود  ديمف رياست نقاط غ

به  Τ ريخط س ميهدف ما تقس. آن نقاط قرار داد يرا رو كننده كيتفك
 يقائمه مثلث رو رأس يرياست كه با فرض قرارگ ييها مجموعه بازه

 كننده كيتفك هيالزاو مشخص كرد مثلث قائم توانمجموعه نقاط آن بازه ب
 كه يا قائمه هيبه زاو 4در شكل . ريخ ايكل نقاط آن بازه وجود دارد  يبرا

قائمه را  هيدو ضلع زاو. ديواقع شده است توجه كن wنقطه  يآن رو رأس
 4مثال در شكل  يبرا. برخورد كند ơتا به اضلاع  ميده يقدر امتداد م آن

 rكه  ơاز  يضلع. كند يقطع م lو  rرا در نقاط  ơ ئمه،قا هياضلاع زاو
 يها خط پاره. مينام يم Lو  R بيآن واقع شده را به ترت يرو lو 

( , )w r  و( , )w l  را از سمتw  بهr  وl ضلع. ميكن يدار م جهت 
( , )w r است كه  يضلع( )CH Q در سمت چپ آن واقع شده و آن را 

( )r w  و ضلع( , )w l است كه  يضلع( )CH Q  سمت راست آن واقع
)است و آن را  )l w مينام يم.  
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از نقاط  يمانند ته ستاره يامتداد اضلاع قائمه و چندضلع يمحل تلاق شينما : 4شكل 

  .Lو  Rامتداد  نيماب يداخل هيزاو شينما نيقرمز، همچن
  

 wقائمه  رأس با هيالزاو بودن نقاط با مثلث قائم ريپذ كيتفك صيتشخ
  ).4شكل ( شود يم نييتع Lو  Rامتداد  نيماب يداخل هيبه كمك زاو

 دهيدر واقع ا و سازد يرا مشخص م تميبخش الگور نيتر مهم ريز لم
  .نهفته است ريدر لم ز تميالگور ياصل

درجه باشد  180كمتر از  Lو  Rامتداد  نيماب يداخل هياگر زاو :3 لم
 نياگر اوجود ندارد و  wقائمه  رأس با كننده كيتفك هيالزاو مثلث قائم

 هيالزاو مثلث قائم كيدرجه باشد حداقل  180 يمساو اي شتريب هيزاو
  .وجود دارد wقائمه  رأس با كننده كيتفك

  :)5شكل ( ديريرا در نظر بگ ريز فيابتدا تعار :اثبات
p1 :خط مين(خط  پاره يرو مالينينقطه م (R.  
p2 :خط مين(خط  پاره يرو مالينينقطه م (L.  
pخط گذرنده از ): راست(چپ  بانيپشت خط P∈  است كه بر

( )CH Q خط از  نيمماس است، جهت اp  به سمت محل تماس خط و
( )CH Q  است و( )CH Q  خط واقع  نيا) سمت چپ(سمت راست
  .است شده

( )l p :از  يخط مين ايخط  پارهơ چپ منطبق  بانياست كه بر خط پشت
  .شود يم

( )r p :از  يخط مين ايخط  پارهơ راست  بانياست كه بر خط پشت
  .شود يمنطبق م

'L :دار مماس بر  خط جهت( )CH Q  به موازات( )l w ) جهت آن در
)جهت با  مشخص شده و هم 5شكل  )l w است.(  

'R :دار گذرنده از  خط جهتp1 يدر راستا R ) 5جهت آن در شكل 
)به سمت نقطه تماس با  p1مشخص شده و از  )CH Q ينواح). است 

  :ب مشخص شده است -5در شكل  ريز
)محدود به امتداد  هيناح: 1 هيحنا )l p1 ،( )CH Q ،( )r w  وR.  

)محدود به امتداد  هيناح: 2 هيناح )l p1  و امتداد( )r p1  و( )CH Q.  
)محدود به امتداد  هيناح: 3 هيناح )l p2  و امتداد( )r p2  و( )CH Q.  
)محدود به امتداد  هيناح: 4 هيناح )r p2، ( )CH Q ،( )l w  وL.  

خط  پاره يرو( p1نقطه  ميكن يفرض م ت،ياز دست دادن كل بدون
R (نقطه  يريثابت است و در مورد محل قرارگp2 ميكن يبحث م .

باشد چرا كه اگر  L'سمت راست  تواند ينم p2واضح است كه نقطه 
)باشد،  L'سمت راست  )l p2  و( )l w و  شوند ينسبت به هم واگرا م

( )l p2 تواند ينم L ميفرض كرد كه ستا يدر حال نيا. باشد p2  نقطه
ب  -5طور كه در شكل  همان. است L) خط مين(خط  پاره يرو مالينيم
واقع باشد،  R'ست و سمت را L'سمت چپ  p2مشخص است اگر  زين

   يرو p2 اگر   .شود يم  درجه  180  از  شيب  L و  R  امتداد  نيب  هيزاو

  
  )الف(

  
  )ب(

كمتر  Lو  Rامتداد  نيب يداخل هيواقع شود، زاو رهيت هيدر ناح p2اگر ) الف(  :5شكل 
 نيب هيباشد زاو L'و سمت چپ  R'سمت راست  p2اگر ) ب( و شود يدرجه م 180از 

  .درجه خواهد بود 180از  شيب Lو  R امتداد
  

در  رهيت هيو اگر در ناح رسد يدرجه م 180به  هيزاو نيباشد ا R'خط 
) محدود به هيناح(الف  - 5شكل  )CH Q خط ،'R  و( )l w( هيباشد، زاو 

  .شود يدرجه م 180آنها كمتر از  نيب
) است كه بر يخط پاره كننده، كيتفك هيالزاو مثلث قائم وتر )CH Q 

  .است Lو  R) خط هم( يمماس و بالا
 يوتر نيالف است چن -5در شكل  رهيت هيدر ناح p2 كه يزمان

كه  يوجود داشته باشد در صورت يوتر نيچرا كه اگر چن افتي توان ينم
)باشد قبل از برخورد به  R يبالا ايخط  هم )l w  به( )r p2  برخورد
)باشد قبل از برخورد به  L يبالا ايخط  و اگر هم كند يم )r w  به

( )l p1 برخورد خواهد كرد.  
 L'مت چپ و س R'سمت راست  p2كه گفته شد اگر  طور همان
به شكل . درجه خواهد بود 180از  شيب Lو  Rامتداد  نيب هيباشد زاو

كل  رديقرار گ هيناح نيدر ا p2اگر  ميكن يادعا م. ديب توجه كن -5
) يسر آنها رو كيكه  هريت هيناح يها خط پاره )r w  يسر آنها رو كيو 

( )l w كننده كيتفك هيالزاو مثلث قائم يوترها نوانبه ع تواند ياست م 
 يا نقطه چيه هيناح نيادعا كرد در ا توان يدر واقع م. گزارش شود مالينيم

، 2 هي، ناح1 هياز ناح ياجتماع بخش رهيت هيناح. وجود ندارد Pاز مجموعه 
  .است 4 هيو ناح 3 هيناح

اگر در . كند يم رييتغ Rخط  واقع شود پاره 1 هيدر ناح يقرمز  نقطه اگر
قرار  3 هياگر در ناح. ستين مالينيم p1 صورت نيواقع شود در ا 2 هيناح
 رييتغ Lخط  واقع شود پاره 4 هياگر در ناح. ستين مالينيم p2 رديگ
و كل  ستين ينواح نيدر ا Pاز مجموعه  يا نقطه چيپس ه. كند يم

) يسر آنها رو كيكه  رهيت هيدر ناح ها طخ پاره )r w  يسر آنها رو كيو 
( )l w مالينيم كننده كيتفك هيالزاو مثلث قائم ياست به عنوان وترها 

  .شود يگزارش م



  1394 ستانزم، 2، شماره 13سال  مهندسي كامپيوتر، -ب نشريه مهندسي برق و مهندسي كامپيوتر ايران،                                                                                         162

 

  
) ،L'محدود به سمت چپ  هيعدم وجود نقطه قرمز در ناح : 6شكل  )CH Q  و سمت
)راست  )l w عدم وجود  جهيو در نتL.  

  
 فيقابل تعر L اي Rاز موارد ممكن است  يدر برخ ديدقت كن: نكته
 L) خط مين اي(خط  پاره 5در شكل  ديبه عنوان مثال فرض كن. نباشند

 هيدر ناح ينقطه قرمز چياست كه ه يدر صورت نيا. نباشد فيقابل تعر
) ،L'محدود به سمت چپ  )CH Q  و سمت راست( )l w  وجود نداشته

در واقع، . خواهد كرد فايرا ا 3در لم  Lنقش  L' صورت نيا در. باشد
 يسر آنها رو كيكه  6در شكل  رهيت هيموجود در ناح يها خط پاره هيكل

( )r w  يسر آنها رو كيو ( )l w مثلث  ياست به عنوان وترها
  .شود يگزارش م مالينيم كننده كيتفك هيالزاو قائم
قائمه،  هيزاو رأس با فرض ثابت در نظر گرفتن ميديد 3لم  در
مشخص  Lو  Rامتداد  نيماب هينقاط به كمك زاو يريپذ كيتفك
 يكه سر كند يمشخص م Lو  Rامتداد  نيب هياز آنجا كه زاو. گردد يم

زمان چرخش  نيبنابرا ر،يخ ايهستند  هيالزاو با مثلث قائم ريپذ كينقاط تفك
) ولقائمه ح هيزاو )CH Q ريخط س يرو Τكه  ي، مادامR  وL رييتغ 

)كه  ơاضلاع (اند  نكرده )l w  و( )r w نكند رييبا آنها برخورد دارد تغ (
همه آنها مثلث  يبه ازا اي يعنيمشابه دارند،  تيوضع Τ ينقاط رو هيكل

 نيبنابرا. وجود ندارد كي چيه يبرا ايوجود دارد  كننده كيتفك هيالزاو قائم
Τ  تينقطه از آن بازه كفا كي يبازه شكسته شده و بررس يسر كيبه 
 يرا برا كننده كيتفك هيالزاو عدم وجود مثلث قائم ايتا بتوان وجود  كند يم

  .كل نقاط آن بازه نشان داد
 رياد به صورت زدو نوع رخد توان يبا مطالب ذكرشده م مطابق

  :كرد فيتعر
را  گريهمد Τو  ơكه  افتد ياتفاق م يرخداد زمان نيا: رخداد خروج  )1

واقع  A هيكه داخل ناح Τاز  ينقاط هيكل يبه ازا. كنند يقطع م
محل  نيبنابرا. وجود ندارد كننده كيتفك هيالزاو شده است مثلث قائم

  .ميكن يرا به عنوان نقاط رخداد خروج گزارش م ơو  Τ يتلاق
 هيكه با چرخش زاو افتد ياتفاق م يرخداد زمان نيا: يخط رخداد هم  )2

، Τ يرو wدر طول حركت . كند رييتغ L اي Τ ،R يقائمه رو
R )بيترت نيبه هم L (كه  كند يم رييتغ يدر صورت( )r w ) به
) بيترت نيهم )l w (بعد از  خط مين ايخط  با پارهR )نيبه هم 
را  ơاز اضلاع  كي است هر يكاف نيبنابرا. خط شود هم) L بيترت
 ينقطه تلاق نيبرخورد كند و دورتر Τكه با  ميقدر امتداد ده آن

نقاط متناظر  نيا نيبنابرا. ميكن را به عنوان نقاط رخداد گزارش آنها 
  .كند رييتغ L اي Rاز  يكياست كه حداقل  يبا نقاط

) 2و  1نوع  يتعداد كل رخدادها :4 لم )O n  است و در زمان
( log )O n n شود يمحاسبه م.  
است كه  ơ يتعداد كل رخدادها متناظر با تعداد اضلاع چندضلع :اثبات

تعداد كل  نيبنابرا. است مالينيدو برابر تعداد نقاط م ơتعداد اضلاع 

)رخدادها برابر  )O n نيبه هم( 1نوع  يها محاسبه رخداد يبرا. باشد يم 
خود  بيترت نيبه هم( ơامتداد اضلاع  يمحل تلاق ديبا) 2نوع  بيترت

 كيبا  Τبا  ơهر ضلع  يتلاق. ميدست آوره را ب Τو ) ơ عاضلا
log)در زمان  Τ يها كمان يرو ييدودو يجستجو )O n  محاسبه

) يدارا Τ، 2چرا كه طبق لم . دشو يم )O n بيو ترت باشد يكمان م 
حداكثر  يدارا ơاز آنجا كه . مشخص است زيها ن كمان نيمجاورت ا

( )O n كل اضلاع  يمحل تلاق نيبنابرا ،ضلع استơ  وΤ زمان  رد
( log )O n n ديآ يدست مه ب.  

  پردازش رخدادها 4- 2
كنون، پس از محاسبه نقاط رخداد و  اساس مطالب ذكرشده تا بر
 كننده، كيتفك هيالزاو است وجود مثلث قائم ي، كافΤ ريخط س يبند بخش
دست آمده ه ب جهيشده و نت يسنقطه دلخواه از هر بازه برر كي يبه ازا
 يها از بازه كي چيه ياگر به ازا. داده شود ميكل نقاط آن بازه تعم يبرا
با مثلث  ريپذ كينقاط تفك يوجود نداشته باشد، سر كننده كيمثلث تفك �

 ريپردازش رخدادها با توجه به نوع آنها به صورت ز. ستندين هيالزاو قائم
  :شود يانجام م

رخداد محل  نياست، ا Aمجاز  هيداخل ناح wاگر  :رخداد خروج  )1
و  يرخداد خروج فعل نينقاط ماب هياست و كل A هيخروج از ناح

آنها مثلث  يبه ازا يعنيهستند،  ديمف ريغ يرخداد خروج بعد
نقاط رخداد  هيحالت كل نيدر ا. وجود ندارد هكنند كيتفك هيالزاو قائم
 يبه رخداد خروج بعد دنيتا رس دموجود در صف رخدا يخط هم

 هيخارج از ناح wاگر . گردند ياز صف حذف م يپردازش چيبدون ه
 Aمجاز  هيبه نقطه رخداد خروج، وارد ناح دنيمجاز است با رس

  .انجام شود ستيلازم ن يحالت پردازش خاص نيدر ا. گردد يم
  را  Lو  R ميرخداد مواجه شد نيكه با ا يزمان: يخط رخداد هم  )2

 ميريگ يم ميآنها تصم نيب يداخل هيو بر اساس زاو ميكن يروز مه ب
   يبعد يخط و رخداد هم يفعل يخط رخداد هم نينقاط ماب هيكل
كمتر از  ديجد Lو  R نيب يداخل هياگر زاو. ريخ ايهستند  ديمف

 هيالزاو با مثلث قائم ريپذ كيدرجه باشد، مجموعه نقاط تفك 180
  .نخواهند بود

مان ثابت دو نوع رخداد در ز نيبه ذكر است پردازش ا لازم
  .شود يم انجام

و  هيالزاو با مثلث قائم يريپذ كيتفك صيتشخ 5- 2
  كننده كيتفك يها گزارش مثلث

در صف  Τ يآنها رو تيموقع بينقاط رخداد به ترت هيكل ميدان يم
حضور آنها  بيبه ترت ơاضلاع  هيكل نيهمچن. اند شده رهيرخداد ذخ

) رامونيپ )CH Q ميكن يفرض م. اند شده رهيذخ w نقطه دلخواه از  كي
Τ با . نقطه رخداد قرار دارد نينقطه رخداد تا اول نياست كه در فاصله آخر

)نقطه در زمان  يابي مكان log )O n n نقطه ميده يم صيتشخ w  داخل
 1پرتاب پرتو مسألهبه كمك  نيهمچن. ]24[ ريخ اياست  Aمجاز  هيناح
log)ساده در زمان  يچندضلع كيدر  )O n توان يم R  وL  متناظر با

كد مربوط به  شبه 7ل شك. ]25[را محاسبه كرد  wقائمه  هيع زاواضلا
و گزارش آنها  هيالزاو با مثلث قائم قاطن يريپذ كيتفك صيتشخ تميالگور

  .دهد يرا نشان م
شده تاكنون، مرتبه  مطالب گفته هيبا توجه به كل ريز هيدر قض حال

 
1. Ray Shooting 
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  .ميكن ياثبات مشده را  ارائه تميالگور يزمان
  

1(( )CH Qاگر.كنيابيرنگ بودن آن را ارز را محاسبه و تك( )CH Qرنگتك
 نيا ريدر غ. ستين كننده كيتفك هيالزاو با مثلث قائم كينقاط قابل تفك ينبود سر
  .برو 2به مرحله  صورت

  .محاسبه كن 1- 2قرمز را مطابق بخش  از نقاط يخال يا ستاره يچندضلع )2
)قائمه حول  هيزاو ريخط س )3 )CH Q دست آوره را ب.  
اضلاع  نيهمچن. در صف رخداد درج كن بينقاط رخداد را محاسبه و به ترت هيكل )4
ơ درج كن يچرخش يونديپ ستيل كيدر  بيرا به ترت.  
5( w  نقطه دلخواه از  كيرا�نقطه رخداد  نينقطه رخداد تا اول نيدر فاصله آخر 

  .متناظر با آن را محاسبه كن Rو  Lقرار بده و 
  :تكرار كن ستين يكه صف رخداد ته يتا زمان )6

  .را پردازش كن  رخداد از صف رخداد خارج و آن كي •    
  .را گزارش كن يتا رخداد بعد يدر فاصله رخداد فعل يريپذ كيتفك •    
    • w قرار بده يتا رخداد بعد يرخداد فعل نيدر فاصله ب ديجد يا را نقطه.  

  .انيپا - 7
  

  .و گزارش آنها هيالزاو نقاط با مثلث قائم يريپذ كيتفك صيتشخ تميالگور:  7شكل 
  

و گزارش  هيالزاو نقاط با مثلث قائم يريپذ كيتفك صيتشخ :1 هيقض
)به زمان  كننده كيتفك يها مثلث هيكل log )O n n دارد ازين.  

 ديبا هيالزاو مثلث قائم كينقاط با  يريپذ كيتفك يجهت بررس :اثبات
( )CH Q يا ستاره يو چندضلع ơ  را در زمان( log )O n n دست ه ب
)در زمان  Τ ريسپس خط س. آورد log )O n n به . شود يمحاسبه م

و خروج را  يخط دو رخداد هم توان يم Τ ريو خط س ơ يكمك چندضلع
)رخدادها در زمان  هيكل 4طبق لم . مشخص كرد log )O n n  محاسبه

 يمقدارده ربخش،يز نيا يشده در ابتدا بر اساس مطالب گفته. شود يم
متناظر با آن به زمان  Lو  Rو محاسبه  تيموقع نيي، تعw هياول

( log )O n n شود يپردازش هر رخداد در زمان ثابت انجام م. دارد ازين 
 يچندضلع نيو همچن ييمتناظر با نقطه ابتدا Lو  Rچرا كه با داشتن 

در زمان  ينقاط رخداد را به سادگمتناظر با  Lو  R توان يم يا ستاره
)از آنجا كه . ثابت محاسبه كرد )O n هيپردازش كل ،رخداد وجود دارد 
)رخدادها به زمان  )O n در زمان  تميكل مراحل الگور نيبنابرا و دارد ازين

( log )O n n شود يانجام م.  
 هيالزاو قائم يها مثلث ميچنانچه بخواه ميكن ياشاره مآخر  در
لازم است ابتدا  ميمساحت را محاسبه كن نيبا كمتر كننده كيتفك

 ،يبه عبارت. ميرا محاسبه كن مالينيم كننده كيتفك هيالزاو قائم يها مثلث
) بر مساحت قطعاً نياضلاع مثلث با كمتر )CH Q مماس خواهد بود .

 نيكمتر يدارا كي كدام مالينيم يها مثلث هيكل نيكه از ب حال آن
رو  هروب شتريب يها و پردازش ديجد مسأله كيمساحت است ما را با 

 كيمثلث  يلازم است با توجه به فرمول مساحت برا يبه عبارت. كند يم
 يمقاله معرف نيذكرشده در ا يعلاوه بر رخدادها ديجد يرخدادها يسر

 نيپردازش ممكن، مثلث با كمتر نيبا كمتر ميبتوان كه يطوره گردد، ب
 زيچنانچه در بخش بعد ن مسأله نيپرداختن به ا. ميمساحت را گزارش كن

  .گردد يم شنهاديباز پ مسأله كيبه عنوان  شود يبه آن اشاره م

  باز ليمسا و يريگ جهينت - 3
) يو كارا با زمان اجرا ديجد تميالگور كيمقاله  نيدر ا ما log )O n n 
در هر جهت دلخواه ارائه  كننده كيتفك هيالزاو محاسبه مثلث قائم يبرا
. رنديقرار گ توانند يم يدلخواه ياضلاع قائمه مثلث در هر راستا. ميكرد

. مماس است يمحدب نقاط آب هيهر سه ضلع مثلث بر رو نيهمچن
نقاط با هر  يريپذ كيتفك مسأله نييشده كه حد پا ثباتكه ا آن رغم يعل

)مثلث دلخواه برابر با  log )n nΩ يزمان اجرا نييحد پا ياست، ول 
همچنان ناشناخته  كننده كيتفك هيالزاو با مثلث قائم يريپذ كيتفك مسأله

موجود  يها مثلث هياز كل يحالت خاص هيالزاو است چرا كه مثلث قائم
از  تر نييپا يبا مرتبه زمان يتميگورال مياثبات كن ميمند علاقه. باشد يم

( log )O n n كردن مثلث دايپ نيهمچن. وجود ندارد مسأله نيا يبرا
باز  مسأله كيمساحت به عنوان  نيبا كمتر كننده كيتفك هيالزاو قائم

محدب  هياضلاع مثلث بر رو مياز آنجا كه فرض كرد. شود يم شنهاديپ
. است نهيشده كم گزارش يها ثمساحت مثل ينقاط مماس است، تا حد
شده  گزارش يها مثلث هيكل نيمساحت از ب نيحال گزارش مثلث با كمتر

در  ميمند علاقه نيهمچن. گردد يم شنهاديباز پ مسأله كيبه عنوان 
 يها مجموعه داده يبند را در دسته تميالگور نيعملكرد ا يآت يكارها
كرده و عملكرد آن را با  يسبرر يقعوا يايدن يها داده يبر رو يا دورده
از جمله عملكرد  نيماش يريادگيشده در  شناخته يها كيتكن يبرخ

  .ميكن سهيمقا ميتصم يها درخت
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 يتحصيلات خود را در مقاطع كارشناسي و كارشناسي ارشد مهندس يزهرا مصلح
به  ريركبيام يو صنعت زدي يها از دانشگاه 1391و  1387 يها ترتيب در سال هب وتريكامپ

 يخود را در رشته مهندس يدكتر لاتيبرده تحص ، نام1391از سال . پايان رسانده است
اصفهان آغاز نموده است و در حال حاضر در حال گذراندن  يدر دانشگاه صنعت وتريكامپ

هاي تحقيقاتي مورد علاقه ايشان  زمينه. باشد در دانشگاه ژنو مي يدوره فرصت مطالعات
  .الگو ييو شناسا نيماش يريادگيآن،  يو كاربردها يهندسه محاسبات: عبارتند از

  
 يرا در مقاطع كارشناسي و كارشناسي ارشد مهندستحصيلات خود  يباقر رضايعل

و در  فيشر ياز دانشگاه صنعت 1377و  1375هاي  ترتيب در سال هنرم افزار ب -وتريكامپ
به پايان  ريركبيام ياز دانشگاه صنعت 1384كامپيوتر در سال  يمقطع دكتري مهندس

 يوراامپيوتر و فندانشكده مهندسي ك اريدتا اكنون استا 1384رسانده است و از سال 
هاي تحقيقاتي مورد علاقه ايشان عبارتند  زمينه. اطلاعات دانشگاه صنعتي اميركبير است

كلان داده  ليگراف، پردازش و تحل يها تميآن، الگور يو كاربردها يهندسه محاسبات: از
  .ياجتماع يها شبكه ليو تحل
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